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Dans le cadre de la détection de changements abrupts entre images RSO, nous nous intéressons
à différentes techniques de mesure de dépendance (au sens large) pour pouvoir caractériser le com-
portement statistique local du couple des deux images.

I. INTRODUCTION

Nous nous plaçons dans le cadre de deux observations caractérisées par des variables aléatoires���
et
���

comme le montre la figure 1.
Nous allons considérer tout d’abord une zone de ���	�
��� pixels autour du point �
��������������� qui se

situe le long de la coulée de lave.

II. REPRÉSENTATION CONJOINTE LOCALE

A. Représentations directes

La figure 2 montre les représentations conjointes des réalisations de l’observation �������� � .Le premier graphe de la figure 2 représente simplement les réalisations simultanées des observations���
et
���

, c’est-à-dire les points �! �#" $ �# �%" $ � pour &('*)+���-,.�0/0/0/��-�����1���.2 .
Le deuxième graphe représente les réalisations simultanées après transformation intégrale qui rend

les deux distributions uniformes (que l’on nommera 3 � et 3 � ). Ainsi, l’on représente les couples�!4 �#" $ �#4 �%" $ � avec 4 �#" $1576 � � �! �#" $ � et 4 �%" $1576 ��� �! �%" $ � . 6 � � �98:� (resp.
6 �;� �98:� ) est la fonction de

répartition de
� �

(resp.
� �

). Ainsi, 3 � 5<6 � � � � � � (resp. 3 � 5<6 �;� � � � � ) est-elle uniforme.

B. Chi-Plot

Pour = réalisations de couple ��� �� � � , nous définissons les fonctions de répartitions suivantes :> $ 5 �=@?A� card )%BDC5 &FE� �#" GIH  �#" $ �# �%" GJH  �%" $ 2 (1)

ainsi que : 6 � � �!&9� 5 �=@?A� card )%BDC5 &FE� �#" G H  �#" $ 26 ��� �!&9� 5 �=@?A� card )%BDC5 &FE� �%" GIH  �%" $ 2
Il est bien évident que si

�D�
et
�K�

sont indépendants,
>�$L5<6 � � �!&9�M� 6 �;� �!&9� .

Le graphique N -plot est défini par les paires �PO $ �#N $ � définies par :N $ 5 >Q$ ? 6 � � �!&R� 6 ��� �!&R�S 6 � � �!&R�T�U�V? 6 � � �!&9�#� 6 ��� �!&9�T�-�V? 6 ��� �!&R�#� (2)O $W5 ��X#Y�Z
[V\6 � � �!&9�M�]\6 �;� �!&9�9^`_�a�bc[d\6 � � �!&9� � ��\6 ��� �!&9� � ^	�
où \6 � � �!&9� 5e6 � � �!&R�F? �� et \6 ��� �!&9� 5e6 ��� �!&R�F? �� pour � H & H = . Le graphique est présenté à la
figure 3. On reconnaîtra dans l’équation (2) une sorte de corrélation des couples �f �#" $gG �# �%" $hG � définis
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Figure 1

IMAGES RADARSAT (MODES F5 ET F2) ACQUISES AVANT ET APRÈS L’ÉRUPTION DU

NYRACONGO, R.D. CONGO, EN JANVIER 2002.

pour tout &kC5 B par : �#" $hGl5nm � si  �#" G H  �#" $ �� sinon
et  �%" $hGl5nm � si  �%" G H  �%" $ �� sinon.

Plus N $ tend vers 0, plus les variables � � � � � � � tendent vers l’indépendance. Le fait que les O $ se
distribuent de façon équitable du côté positif et négatif indique que les réalisations de

�o�
et
���

ne
sont pas simultanément grandes ou petites1, ou inversement.

Lorsque les données sont gaussiennes, N $ a la signification de la corrélation de Pearson et O $ tend
vers 0.

1Ici, grand ou petit est à comprendre par rapport à la valeur médiane de leur distribution prq � et pUq � .
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DEUX REPRÉSENTATIONS POSSIBLES DE

�D�
ET
���

.
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Figure 3N -PLOT REPRÉSENTANT LA DÉPENDANCE DES PAIRES � �D� � ��� � .
C. Kendall Plot

Le Kendall Plot s’inspire de l’esprit du mode de représentation Q-Q Plot, qui permet de caractériser
le caractère gaussien d’un ensemble de réalisations de variables aléatoires

�*� � ��� �0/0/0/t� �Qu .
La représentation Q-Q Plot trace les paires �wv $!x y � ��z $|{ � où

�
z �w{ H ��z �U{ H 80808 H ��z y}{ représentent
les statistiques d’ordre des réalisations et v $!x y~5

E � v z $�{ � avec v z �w{ H v z �U{ H 80808 H v z y({ les
statistiques d’ordre issues de variables aléatoires gaussiennes.

Pour effectuer le graphe de Kendall à partir de = réalisations de couples � � �f� ���� � � � , il suffit de [1] :� Estimer les
>Q$

définis en (1),� Ordonner les
>�$

pour obtenir
> z �w{ H > z �U{ H 80808 H > z y({ ,� Estimer les � $!x y de façon equivalente au Q-Q plot. Les � $!x y sont ainsi evalués comme

étant l’espérance de la & ème variable ordonnée de
>K$

, en supposant que ses composantes sont
indépendantes et qu’elle suit une distribution �
� .� Il suffit de tracer les couples � � $!x y � >
z $�{ � comme le montre la figure 4.
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Figure 4
K-PLOT REPRÉSENTANT LA DÉPENDANCE DES PAIRES � �D� � ��� � . LA LIGNE � $!x y�5<>�z $�{

REPRÉSENTE L’INDÉPENDANCE.

En reprenant la démarche précédente, il est possible de sélectionner une nouvelle zone (a priori
sans changements) à la position �
�����.�-������� pour obtenir les graphes de la figure 5. La différence est
ténue mais elle montre quand même une dépendance plus importante.

L’estimation des � $!x y mérite quelques explications : d’une façon générale, si
��� � ��� �0/0/0/�� �Ky sont

des variables aléatoires qui suivent une même fonction de répartition
6 �98:� (densité de probabilité

i �98:� ),
alors les variables ordonnées

� z �w{ � � z �U{ �0/0/0/�� � z y({ vont suivre une densité de probabilité suivante :i��t� �:� �!�U� 5 yV�z $��W�w{
� z yV��$�{f� � 6 �!�#�#�R� �W� �#�V? 6 �!�#�#� yV��$ i �!�#� .
Estimer � $!x y (espérance de la & ème variable ordonnée de

>�$
, en supposant que ses composantes

sont indépendantes et qu’elle suit une distribution �
� ) revient donc à calculer l’intégrale :� $!x y�5 =e� =�?��&�?��l�o� �� ���
�����!�#�#� � �W� �R�d?��K���!�#�#� yV��$j� �����!�#�r/ (3)

La détermination de �c���98:� peut être faite en utilisant les variables 3 � et 3 � de distribution uniforme
(ici supposées indépendantes).�s�!�U� 5 Pr � > � � � � � � � H �#� 5 Pr �R3 � 3 �IH �#� 5 ��?�����ZL�!�U�r� � H � H ��/ (4)

On remarquera que l’estimation de � $!x y passe par le calcul de � yV�W�$��W� � qui n’est pas possible pour de
grands voisinages (typiquement un voisinage maximum de ���K�s��� en utilisant gsl_sf_choose
de GSL).

D. Représentations spatialisées

Nous pouvons cumuler les graphes de dépendances locales en utilisant pour chaque couple � �o� � ��� �
à la position �����-��� sur l’image un voisinage local de ���Q�`��� pixels.

L’image 6 montre la superposition des courbes de Kendall. Le résultat n’est pas discriminant mais
fait apparaître des couples � � �#" zh  " ¡0{ � � �%" z¢  " ¡£{ � plus ou moins indépendants. Il faut donc un critère plus
discriminant.

III. MESURES DE DÉPENDANCE

Des mesures de dépendance ont été proposées en étant basées sur la concordance des réalisations
des variables aléatoires

�
�
et
�K�

. Nous abordons la corrélation de rang de Kendall et de Spearman [2].
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Figure 5
REPRÉSENTATION GRAPHIQUE DE LA DÉPENDANCE D’UNE AUTRE ZONE DE L’IMAGE, A PRIORI

SANS CHANGEMENTS.

A. ¤ de Kendall

Le ¤ de Kendall est défini comme le taux de concordance moins de taux de discordance de deux
variables aléatoires continues de même loi, indépendantes entre-elles.¤ 5 Pr [¥� ��� ?¦\��� �£� ��� ?§\��� �(¨���^
? Pr [�� ��� ? \��� �£� ��� ?¦\��� �M©���^ª� (5)

avec � \��� � \��� � un couple de variables aléatoires de même loi que � ��� � ��� � et indépendant de � �
� � ��� � .
On peut trouver un estimateur empirique à partir de = réalisations de � �*� � ��� � :¤ empirique

5¬« yV�W�$|­�� « yG%­®$�¯��  �#" $hG  �%" $hG� y � � (6)

avec  �#" $hGl5¬m°� si  �#" $ H  �#" G?±� sinon
et  �%" $hGl5nm�� si  �%" $ H  �%" G?J� sinon

B. ² de Spearman

La corrélation de Spearman est définie par :² 5 Pr [+� ��� ?§\��� �£� ��� ? �1³� �V¨���^
? Pr [+� ��� ?¦\��� �£� ��� ? �1³� �(©���^ª� (7)
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Figure 6
CUMUL DES COURBES DE KENDALL LORS D’UN PARCOURS DE L’IMAGE.

avec � ��� � ��� � , �°\��� �Q\��� � , et � � ³� � � ³� � trois copies indépendantes.
L’estimateur empirique est défini par :² empirique

5 �d?�´ yµ $�­�� ¶ �$=·�f= � ?���� � (8)

où ¶ $ est la différence entre le rang de  �#" $ et le rang de  �%" $ .
C. Indice de Gini

La mesure de concordance de Gini est définie par :¸ 5 �¹�º ��» ,�¼�½ uµ $|­��}¾ ¿ $ÁÀ·Â0$ ? º ?�� ¾ ? uµ $�­��}¾ ¿ $ ? Â0$ ¾ Ã � (9)

où ¿ $ et
Â�$

sont les rangs des
º

échantillons de
�D�

et
���

.

D. Corrélation médiane de Blomquist

Cette corrélation est définie de façon similaire à la concordance de Kendall mais ici à partir de la
médiane de

� �
et
� �

par :Ä 5
Pr �#� ��� ?ÆÅ � �£� ��� ?ÆÅ � �(¨��+��? Pr �U� �
� ?~Å � �£�! � ?~Å � �M©��+�Ç� (10)

où, Å � (resp. Å � ) est la médiane de
� �

(resp.
� �

).
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Figure 7
EVOLUTION DES COUPLES �f¤��%²�� LE LONG DE L’IMAGE.

E. Graphique ¤Q?È²
La figure 7 montre l’évolution des valeurs des couples �f¤��£²�� le long du parcours de l’image entière.

Là encore, le résultat n’est pas très discriminant (le petit nuage isolé correspond à la surface de l’eau
du lac). Néanmoins, la relation particulière que l’on observe entre ¤ et ² nous incite à regarder
d’autres modélisations de couples de lois qui puissent faire apparaître ce type de relation.

Il semble que certaines copules ont cette propriété.

IV. LES COPULES

A. Introduction

Une copule (bidimensionnelle ou 2-copule) est une fonction É qui possède les propriétés suiv-
antes [3] :

1) É est définie sur Ê �����%Ë;��Ê �����%Ë�?ÇÌÍÊ �����%Ë
2) ÎÇ4*'�Ê �����%ËP� É��!4Ï�U�+� 5 É��f���#4W� 5 � et É��!4������ 5 É��R���#4W� 5 4
3) É est 2-croissante : Î��!4 � �#4 � �°'AÊ �����%Ë � et �!Ð � �#Ð � �°'�Ê �����%Ë � � tels que � H 4 � H Ð � H � et � H4 � H Ð � H � ÉK�!4 � �#4 � � À É��!Ð � �#Ð � �(Ñ�É��!4 � �#Ð � � À É��!Ð � �#4 � �r/
En fait, une copule définit une distribution avec des marges uniformes : ÉK�!4 � �#4 � � 5 Pr )�3 � H4 � �£3 � H 4 � 2 . Cependant, les copules permettent de caracteriser des distributions avec des marges

données. Le Théorème de Sklar nous permet de faire le lien entre des distributions bidimensionnelles,
les marges et la copule :

B. Théorème de Sklar

Soit
6

une distribution bidimensionnelle dont les marges sont
6M�

et
6;�

. Alors,
6

admet une
représentation copule : 6 �! � �# � � 5 É�� 6F� �! � �r� 6;� �! � �#�®/
Cette copule est unique si les marges sont continues. Sinon, seule la sous-copule est déterminée de
façon unique sur Ran

6}� � Ran
6;�

.
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L’avantage de la copule par rapport à la distribution bidimensionnelle est qu’elle permet de carac-
tériser le couple �!4 � �#4 � � en s’affranchissant des marges. Elle caractérise donc la dépendance entre
deux variables aléatoires 3 � , 3 � sans prendre en compte les lois marginales.

Nous pouvons interpréter la copule d’une variable aléatoire Ò 5 � �*� � ��� � comme une reparamétri-
sation ou une normalisation de la distribution

6
après avoir éliminer les effets des marges

6l�
et
6;�

.
La copule fut également appelée fonction de dépendance par Paul Deheuvels dans les années 70 car
elle caractérise la structure de dépendance de Ò . En outre, c’est une statistique exhaustive de cette
dépendance [4, 5].

La représentation de la densité bidimensionnelle s’écrit alors par dérivation :i �! � �# � � 5ÔÓ � 6�� �! � �r� 6�� �! � �#� i � �! � � i � �! � �
où
Ó �!4 � �#4 � � 5 Õ �wÖÕ0× � Õ0× � �!4 � �#4 � � .

C. Quelques propriétés

En utilisant quelques propriétés des distributions appartenant à la classe de Fréchet (classe des
distributions multidimensionnelles avec des marges données, marges pouvant être unidimensionnelles,
multidimensionnelles et/ou conditionnelles), nous pouvons écrire dans le cas à 2 dimensions :� É±Ø(�!4 � �#4 � � 5 4 � 4 � est la copule produit qui convient aux variables indépendantes.� É ¯ �!4 � �#4 � � 5 _KÙ�ZJ�!4 � �#4 � � .� É � �!4 � �#4 � � 5 _Ka�bJ�!4 �;À 4 � ?����U�+� .� Nous avons toujours : Î��!4 � �#4 � �M'�Ê �����%Ë � ,É � �!4 � �#4 � � H ÉK�!4 � �#4 � � H É ¯ �!4 � �#4 � �r/� L’application d’une transformation croissante à 3 � et/ou 3 � ne modifie pas la copule mais

seulement les marges.� Soit deux copules É � et É � . On dit que É � est plus petite que É � (noté É �dÚ É � ) si et seulement
si Î��!4 � �#4 � �M'�Ê �����%Ë � � É � �!4 � �#4 � � H É � �!4 � �#4 � � .� Nous avons toujours É � Ú É Ú É ¯ .� Et aussi É � Ú É Ø Ú É ¯ .� Deux variables aléatoires

� �
et
� �

sont dites Positivement Quadrant Dépendantes si

Pr � ��� H  � � ��� H  � �(Ñ Pr � ��� H  � � Pr � ��� H  � �r/
C’est-à-dire > �! � �# � �MÑ 6 � �! � � 6 � �! � �É��!4 � �#4 � �MÑÈ4 � 4 �ÉeÛÜÉ Ø
Nous verrons, dans la présentation de quelques copules, que les copules de Frank, d’Ali-Mickhail-
Haq et de Farlie-Gumbel-Morgenstern sont positivement (resp. négativement) quadrant dépen-
dantes si leur paramètre Ý est positif (resp. négatif).

D. Mesures de dépendance

Nous pouvons à présent redéfinir quelques paramètres de corrélation généralisée à travers les
copules. Cependant, nous pouvons auparavant définir la mesure d’association :

Une mesure numérique Þ d’association entre deux variables aléatoires
� �

,
� �

dont la copule estÉ est une mesure de concordance si elle satisfait les propriétés suivantes :� Þ est définie pour toute paire � �D� � ��� � de variables aléatoires continues;� ?J� 5 ÞÏ� � ��? � � H ÞÏ�PÉß� H ÞÏ� � � � � 5 � ;
Octobre, 2005 RR-2005003-ITI
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� Þ�� ��� � ��� � 5 Þ�� ��� � ��� � ;� Si
� �

et
� �

sont indépendantes, alors ÞÏ� � � � � � � 5 Þ��PÉJØj� 5 � ;� Þ��R? ��� � ��� � 5 Þ�� ��� ��? ��� � 5 ?lÞ�� ��� � ��� � ;� Si É �dÚ É � alors ÞÏ�PÉ � � H ÞÏ�PÉ � � ;� Si )�� ���#" à � ���%" à �-2 est une séquence de variables aléatoires continues dont la copule est É à , et
si )�É à 2 converge vers É alors ��Ù�_ àl�0áJâ Þ��PÉ à � 5 Þ��PÉ±� .

Les mesures définies dans la section III peuvent alors se réécrire sous les formes suivantes. Le cas
échéant, nous donnons l’estimateur empirique à l’aide de la copule É u �98|�08:� estimée empiriquement à
partir de

º
réalisations du couple � �D� � ��� � .� Tau de kendall ¤ 5 � ���®ã � "g�
ä � ÉK�!4 � �#4 � � � É��!4 � �#4 � �;?��5 �d?o� �F� ã � "g�
ä ��åå 4 �.ÉK�!4 � �#4 � � åå 4 �ÁÉK�!4 � �#4 � �

� 4 � � 4 �æ ��,º � ?A� uµ $�­�� uµGr­�� [�É u [ $u � Gu ^
? $u Gu ^	/� Rho de Spearman² 5 ��, �}�Çã � "g�
ä � 4 � 4 � � É��!4 � �#4 � �;?��5 ��, �}� ã � "g�
ä � É��!4 � �#4 � � � 4 � � 4 � ?`�æ , ºº ?�� uµ $�­T� uµGr­T� $!�W�µç ­��Çè �W�µ è ­�� [�É
u [ $u � Gu ^JÉ u � ç u � èu � ?éÉ u � $u � èu � É u [ çu � Gu ^W^	/� Indice de Gini ¸ 5 , ���®ã � "g�
ä � � ¾ 4 �;À 4 � ?A� ¾ ? ¾ 4 � ?�4 � ¾ � � ÉK�!4 � �#4 � �5 � � ã � "g�
ä �PÉ��!4��#4T� À ÉK�!4Ï���d?`4T�;?�4W� � 4æ , º¹�º � » ,�¼ ½ u¥�W�µ $�­�� É u � $u ���k? $u � ? uµ $|­�� � $u ?éÉ u � $u � $u ��� Ã /� Corrélation médiane de Blomquist Ä 5 �¥ÉK� �� � �� ��?��� Mesure de Schweizer et Wolffê 5 ��, �F�Tã � "g�
ä � ¾ É��!4 � �#4 � ��?éÉ Ø �!4 � �#4 � � ¾ � 4 � � 4 �� Indice de dépendance ë �ë � 5Ôì � ���Tã � "g�
ä � ¾ É��!4 � �#4 � ��?éÉ Ø �!4 � �#4 � � ¾ � � 4 � � 4 �� Corrélation de rang de Gideon et Hollisterí°î�5 ,�XUïñð× ÉK�!4Ï���d?`4T��?�,�X-ïñð× �!4c?·É��!4Ï�#4W�#�®/

Pour certaines copules, nous disposons d’expressions analytiques pour ¤ , ² et
Ä

que nous utiliserons
pour l’estimation des paramètres de certaines copules.
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E. Relation en mesures de dépendance

Théorème de Daniels (1950)
Pour des variables aléatoires continues,?J� H ��¤�?�,�ò H ��/

Théorème de Durbin et Stuart (1951) m �w¯®ó� Ñ � �w¯®ô� � ��#��ó� Ñ � �#��ô� � �
et son corrolaire : mßõ ô��W�� H ò H �w¯T�Rô���ô �� avec ¤
ÑA�ô � ¯T�Rô��W�� H ò H õ ô�¯��� avec ¤ H �

Propriétés de la corrélation médiane ¤ 5 ì� Ä À ���� Ä õ À ����+� ÄÏö ?È80808ò 5÷�� Ä Àø������ Ä õ Àù�,�� ÄÏö ?È80808
ou encore : �� �#� À Ä � � ?�� H ¤ H �d? �� �R�l? Ä � ����´ �#� À Ä � õ ?�� H ² H �l? ���´ �#�V? Ä � õ�� �#� À Ä � � ?�� H ¸ H �l? �� �R�d? Ä � �

F. Les copules paramétriques

Les copules archimédiennes représentent une famille de copules paramétriques qui sont définies à
l’aide d’un ou plusieurs paramètres.

D’une façon générique, elle sont définies à l’aide d’une fonction génératrice ú et de son inverseú �W� par la relation suivante : É��!4 � �#4 � � 5 ú �W� �ûú(�!4 � � À ú(�!4 � �#�®/ (11)

La fonction génératrice doit être continue, strictement décroissante de Ê �����%Ë dans Ê ���rüÔÊ , avec ú(�R��� 5� . En remarquant que úc�ûÉ��!4 � �#4 � �#� 5 �wú}�!4 � � À ú(�!4 � �#� , l’on peut dire que la fonction génératrice
rends le problème séparable. . .

Les copules archimédiennes sont très intéressantes puisqu’on y déduit directement des propriétés
intéressantes pour le calcul, notamment :¤ 5 � À � � �� ú(�!4T�ú ³ �!4T� � 4Ï/ (12)

G. Exemples de copules� Copule Normale É��!4 � �#4 � �#ò�� 5 ë ó � ë �W� �!4 � �r�rë �W� �!4 � � �5 � × �� ë ½ ë �W� �!4 � �;?�òñë �W� �!4T�S �d?�ò � Ã � 4�/ë ó est la distribution normale multivariée de corrélation ò .
Octobre, 2005 RR-2005003-ITI
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Il apparaît qu’avec cette copule, les relations entre 3 � et 3 � peuvent être bâties à travers la
régression quantile. Cette régression de 3 � sur 3 � s’exprime par :4 �l5 ë�[0òñë �W� �!4 � � À S �l?�ò � ë �W� �
ý��9^Q�
avec ý 5 Pr �w3 �IH 4 � ¾ 3 � 5 4 � � . C’est donc une relation linéaire qui ne convient pas a priori à
notre problème.
De même, l’on peut montrer que la copule normale permet de corréler les valeurs extrêmes...� Copule � de Student
Cette copule est la fonction de dépendance associée à la distribution � multivariée.

La distribution �#þ est définie en 1D par :
i �!4T� 5 ÿ � þ ¯������ � þ ÿ�� þ � � [ � À�� �þ ^ �	��
 �� .

Dans le cas bivarié :É��!4 � �#4 � �#òÁ�
�Ç� 5 � ��� �� z × � {�Çâ � ��� �� z × � {�Çâ �,�� S �V?�ò � �Ï� À  � � À  �� ?�,�ò+ �  ��L�R�d?�ò � � � � ��
 �� �  � �  �5 � × �� � þ ¯�� ½ � À �� À�� � �W�þ �!4 � ��� � � �W�þ �!4 � �;?�ò+� �W�þ �!4T�S �d?`ò � Ã � 4Ï/
La régression quantile donne ici :

4 �l5 �Rþ ���� ò¥� �W�þ �!4 � � À ���� �R�d?�ò � �}[�� À�� � �W�þ �!4 � ��� � ^� À � � �W�þ ¯�� �
ý�� � ��! �
avec ý 5 Pr �w3 � H 4 � ¾ 3 �(5 4 � � .
La copule de Student est un cas particulier de la copule normale lorsque �
?ÇÌ7� . Mais attention,
pour ò 5 � , il y a indépendance pour la copule normale, mais pas pour la copule de Student.� Copule de Gumbel-Hougaard, parfois notée Gumbel
C’est une copule archimédienne avec ú#"��!�U� 5 �#?D��Z(�U� " .É��!4 � �#4 � � 5�$ b�ð � ?<[+�R?D� ZM4 � � " À �#?D� Z}4 � � " ^ �W��% " � ÝQÑ ���Ó �!4 � �#4 � � 5 � �4 �l�#?D��ZM4 � � " �W� � � �4 ���U?D��Z(4 � � " �W� �& [+�R?D��ZM4 � � " À �R?D��ZM4 � � " ^ � �' ?A�R� À Ý.�)([+�R?D� ZM4 � � " À �R?D��ZM4 � � " ^ � �' �Á�ÉK�!4 � �#4 � �r/
Le paramètre Ý peut-être estimé à l’aide du ò de Spearman par :ò*" 5 ÝJ?È�Ý /� Copule de Frank
C’est une copule archimédienne avec ú#"��!�U� 5 ?D��Z,+ � '.- �W�+ � ' �W� .
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Copule de Gumbel
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Figure 8

COPULE DE GUMBEL.

ÉK�!4 � �#4 � � 5 ? �Ý ��Z ½ � À �): � " × � ?�� � �;: � " × � ?�� �: � " ?�� Ã ÝQ'=<?>��Ó �!4 � �#4 � � 5 Ý*: � " × � : � " × � � : � " ?�� �Ê|�@: � " × � ?����W�@: � " × � ?���� À �@: � " ?����wË �
L’estimation de Ý à l’aide de ¤ et de ² est assez délicate puisqu’elle s’écrit avec des fonctions
de Debye comme suit : ¤ " 5 �d? �Ý �R�l? ¶ � �fÝ¥�#�²�" 5 �d? ��,Ý � ¶ � �fÝ.�;? ¶ � �fÝ¥�#�
avec la fonction de Debye définie de façon générique par

¶ ¡ �! W� 5 � ¡ � �� � ¡: � ?�� � � �
'=A�/
En fait, l’estimation devient plus confortable à l’aide de la corrélation médiane

Ä
puisque :Ä " 5 � Ý ��ZCBED�XGF Ý� �

ce qui nous permet de déterminer les relations approchées suivantes :HIJ IK ¤ " æ �L ÝI? �M ö � Ý õ À �� õ ö � � Ý ö ?È80808²�" æ �N ÝI? �N �#� Ý õ À �ö � N � � Ý ö ?È80808Ä " æ �O ÝI? �P LQO Ý õ À �M L � O � Ý ö ?È80808� Copule de Clayton
C’est une copule archimédienne avec ú#"��!�U� 5 �" �f� � " ?�� � .

ÉK�!4 � �#4 � � 5 _�a�b
�Á��� [ 4 � "� À 4 � "� ?A� ^ �W��% " � ÝQ'éÊ|?J���rüÔÊ�Rl)��.2Ó �!4 � �#4 � � 5 �R� À Ý¥�¥4 � " �W�� 4 � " �W�� [£4 � "� À 4 � "� ?��0^ � �' �Á� si 4 � "� À 4 � "� ?��J¨���/
Avec cette copule l’on trouve la rélation sympatique : ¤S" 5 "" ¯T� .

Octobre, 2005 RR-2005003-ITI



13

Copule de Franck
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Figure 9

COPULE DE FRANK.

Copule de Clayton 
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/103TC2 /V0XWY4Z2 /10X[
Figure 10

COPULE DE CLAYTON.

� Copule de Plackett

É��!4 � �#4 � � 5 Ê � À �fÝI?����£�!4 ��À 4 � �ûËÇ?]\ Ê � À �fÝJ?����£�!4 �;À 4 � �ûË � ?���4 � 4 � ÝÁ�fÝI?����,ñ�fÝ±?A���Ó �!4 � �#4 � � 5 Ý � À �fÝI?����£�!4 �jÀ 4 � � À ,�4 � 4 � �
,�Ý � ?���Ý À ���^ �R� À �fÝJ?A���T�f4 �;À 4 � �#� � ?���4 � 4 � ÝÁ�fÝI?����)_a` �
avec Ý�¨����UÝ1C5 ��/
Là encore la corrélation médiane permet d’estimer assez facilement Ý :²�" 5 Ý À �ÝI?�� ? ,�Ý�fÝI?A��� � ��ZVÝÄ " 5cb ÝI?��b Ý À � /� Copule de Ali-Mickhail-Haq
Il s’agit également d’une copule archimédienne avec úd"��!�U� 5 ��Z �#� " z �#� � {� avec ?J� H Ý H �

ÉK�!4Ï�#Ðñ� 5 4ÁÐ�V?`ÝÇ�R�V?�4T�£�R�k?�Ð��Ó �!4Ï�#Ðñ� 5 �R�d?�Ý.� � À 4 � ÝÁ�fÝI?���� À 4 � ÝÁ�fÝI?���� À 4 � 4 � ÝÇ�fÝ À ���Ê �d?`ÝÁ�R�V?�4 � �£�R�l?�4 � �ûË õ
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Copule de Plackett 
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/10XWe4 9 /V032�4f9 /1089
Figure 11

COPULE DE PLACKETT.

L’estimation est là encore plus facile avec la corrélation médiane :¤ " 5 ��ÝJ?é,��Ý ? ,ñ�R�l?�Ý¥� ���Ý � � ZT�R�l?`Ý¥�²S" 5 ��,ñ�R� À Ý¥�Ý � g Ù��hD�Y®�R�d?�Ý¥�;? ��,ñ�R�k?`Ý¥�Ý � ��ZW�R�d?`Ý.�
avec : g Ù��hD�YÁ�! W� 5ji ��]kfl ��#� � � �Ä " 5 Ý�±?�Ý
On peut également déduire les relations suivantes :m}¤ æ O N Ä À O� ö Ä õ À � LM ö Ä ö À 80808² æ M õ Ä À MQMP ö Ä õ À O� ö Ä ö À 80808

Copule de Ali Mikail Haq
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/m0nToWY4 p /10XW /m0XWY4 p
Figure 12

COPULE DE ALI-MICKHAIL-HAQ.

� Copule de Raftery
Cette copule est assez particulière puisqu’elle est issue d’une combinaison de trois variables
aléatoires indépendantes de loi exponentielle ( v � , v � et v õ ) et d’une variable de Bernoulli ( q ) :m ��� 5 �R�d?�Ý¥�#v ��À q�v õ� � 5 �R�d?�Ý¥�#v � À q�v õ avec Ý�'�Ê �����%Ë .
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La copule elle-même est définie par :É��!4 � �#4 � � 5 _�Ù ZT�!4 � �#4 � � À �l?`Ý� À Ý �f4 � 4 � � �� � '1r �V?`_Ka�bJ�!4 � �#4 � � � � 
 '� � 'ts
Le paramètre Ý s’estime avec :¤ " 5 ,�Ý��?`Ý²�" 5 ÝÁ�!�J?���Ý¥��
,I?`Ý¥� �
ce qui donne la relation : ² 5¬��¤L�
�I?���¤Á��!�±?`¤Á� � � ¤��£²Q'`Ê �����%ËP/

Copule de Raftery 
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/V0XW /V0XWY4f9 /108WY4vuw9
Figure 13

COPULE DE RAFTERY.

� Copule à section cubique
C’est en fait une copule multivariée (voir section suivante) définie par :É��!4 � �#4 � � 5 4 � 4 ��À 4 � 4 � �R�d?�4 � �£�R�l?�4 � � �yx � 4 � �R�d?o4 � � À x � �R�d?�4 � �£�R�l?�4 � �Ànz�� 4 � 4 �FÀ3z%� 4 � �R�d?`4 � � � /
Avec ¤ { � " { � " | � " | � 5 x �;À x �FÀ3z���À3z%���� À x � z�� ? x �
z%��+���²S{ � " { � " | � " | � 5 x �;À x �FÀ3z���À3z%���,
En fait, on se limitera ici au cas où

x �(5}z%�l5 ��Ý et
x �l5}z��F5 ,�Ý , ce qui donne :É��!4 � �#4 � � 5 4 � 4 ��À ,�Ý�4 � 4 � �R�d?�4 � �£�R�k?�4 � �£�R� À 4 �;À 4 � ?é,�4 � 4 � �Ó �!4 � �#4 � � 5 � À ,�Ý � � À � � ?V4 � � ?`4 �� À ,�4 � 4 � �
�I?��ñ�R�d?`4 � �£�R�d?�4 � �#� � �

avec estimation donnée par :¤ " 5 ,� ÝI? ´,�,�� Ý �²S" 5 Ý ÝQ'�Ê ��� �M Ë
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Copule a section cubique 
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/V0XW /V0XWY4Z2 /m0XWY4f7
Figure 14

COPULE À SECTION CUBIQUE.

� Copule de Farlie-Gumbel-MorgensternÉK�!4 � �#4 � � 5 4 � 4 ��À Ý�4 � 4 � �R�d?�4 � �£�R�d?�4 � � avec ÝQ'�Ê ?J�����%ËP�Ó �!4 � �#4 � � 5 � À ÝÁ�R�V?�,�4 � �£�R�d?�,�4 � �
Les paramètres s’estiment par :¤ " 5 ,�Ýì ¤ "°'éÊ ? �N � �N Ë²�" 5nÝ� ²�"°'éÊ ? �õ � �õ Ë
avec la relation ��¤w" 5 ,¥²�" .

Copule de Farlie-Morgenstern
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Figure 15

COPULE DE FARLIE-GUMBEL-MORGENSTERN.

H. Copules multivariées

Des copules plus complexes peuvent être construites avec plusieurs paramètres de façon à exprimer
des dépendances plus raffinées.� Les copules archimédiennes peuvent être exprimées avec une fonction génératrice ú multivariée :ú 5 ú ��~ ú � .� Des copules peuvent être définies à partir d’une première copule et d’une bijection ¸ de Ê �����%Ë;?ÇÌÊ �����%Ë . ÉU�Á�!4 � �#4 � � 5 ¸ �W� �PÉ�� ¸ �!4 � �r� ¸ �!4 � �#�#�®/
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Par exemple, à partir de la copule de Frank, dont l’expression est donnée plus haut, et avec la
fonction ¸ �! W� 5  ��% " � , nous obtenons É � �!4 � �#4 � � qui est une copule pour Ý � Ñ � :

ÉU�Ç�!4 � �#4 � � 5 �� ? �Ý � ��Z �� �V? [+�V?�: � " � × �.� ' �� ^*[��d?8: � " � × ��� ' �� ^�d?8: � " � �! �! " � /
D’autre fonction ¸ �98:� peuvent être définies [6], telles : ¸ �! T� 5 X-Ù�Z � � �  � ou ¸ �! T� 5 M� a���BE�Ua�ZÏ�! T� ...� La copule de Fréchet est définie par :É��!4 � �#4 � � 5 ý�É ¯ À �R�d?�ý�?`Ý¥�#É Ø À Ý¥É �
avec pour estimation de paramètres les relations :¤ � " " 5 �
ý�?�Ý¥�£�
ý À Ý À ,���²�� " " 5 ý�?�Ý� La copule de Marchal-Olkin est définie par :ÉK�!4 � �#4 � � 5 _�Ù�Z�[�4 �#� �� 4 � �#4 � 4 �#� "� ^
qui est dérivable partout sauf en 4 � � 5 4 "� . L’estimation de paramètres s’effectue avec :¤ � " " 5 ý�Ýý1?éýÏÝ À Ý²�� " " 5 ��ýÏÝ,�ý*?�ýÏÝ À ,�Ý
ce qui donne la relation : ² 5 õ ô�U¯®ô avec ý��UÝ�'éÊ �����%Ë .
Dans le cas où ý 5 Ý , ý 5 , ¤� À ¤ 5 ��²� À ²
On peut aussi écrire sa densité sous la forme :Ó �!4 � �#4 � � 5 HIJ IK �R�d?`Ý¥� �× ' � si 4 � ©È4 � ,�R�d?`Ý¥� �× '� si 4 � ©È4 � ,

non définie si 4 � 5 4 � .
Copule de Marchal-Olkin 
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Figure 16

COPULE DE MARCHAL-OLKIN.
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V. ESTIMATION DES DÉPENDANCES

Comme les mesures de corrélation généralisée ne sont pas suffisantes pour caractériser la dépen-
dance entre les marginales, nous entendons par dépendance, les fonctions de dépendance et donc les
copules.

Nous allons estimer de façon empirique les dépendances entre les = réalisations de 4 �#" $W5<6 ��� �! �#" $ �
et de 4 �%" $W5<6 ��� �! �%" $ � pour &('o)+���-,.�0/0/0/t�U=�2 .

La copule empirique peut être obtenue en inversant le résultat de Sklar :�É��!4 � �#4 � � 5<6 � 6 �W�� �!4 � �r� 6 �W�� �!4 � � � / (13)

De même, l’estimation de la densité de la copule peut être intéressante pour bien faire la différence
avec la copule indépendante É	Ø :� Ó �!4 � �#4 � � 5 i � 6 �W�� �!4 � �r� 6 �W�� �!4 � � �i � � 6 �W�� �!4 � � � i � � 6 �W�� �!4 � � � (14)

La figure 17 montre l’allure de la copule empirique et de sa densité. Cette copule ÉV�;�d���!4 � �#4 � �
peut-être solution de l’équation�R�d?�4 � � �� ���e� �f� � � � � � ' À �R�d?�4 � � �� ���e� �f� � � � � � ' 5 �U�V?éÉ �;�d� �!4 � �#4 � �#� �� ���e� �f� � � � � � ' �
avec Ý proche de 1.

Cependant, les copules de Frank, de Clayton, de Plackett, d’Ali-Mickhail-Haq, de Raftery ou de
Marchal-Olkin pourraient correspondre...

VI. APPLICATION

Nous allons appliquer simplement une estimation de loi conjointe à partir des données SAR et les
resituer dans le contexte de la détection de changements. La procédure peut donc se résumer ainsi :

1) On considère les deux images de la figure 1 et avons donc deux variables aléatoires
�o�

et
�K�

.
Nous posons a priori une loi paramétrique pour

�1�
(resp.

�K�
), dont la densité est notée

i � � �98:�
(resp.

i ��� �98:� ), et une copule ÉK�98|�08:� .
2) Nous utilisons une fenêtre glisante de taille ����� .
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Figure 17
COPULE EMPIRIQUE REPRÉSENTANT LA DÉPENDANCE GÉNÉRALISÉE ENTRE LES IMAGES

�1�
ET���

DE NOTRE ÉTUDE.
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3) Au point courant, nous estimons les paramètres des lois marginales et de la copule.
Grâce aux paramètres locaux de la loi du couple, nous pouvons sortir certaines informations comme

le taux de Kendall local... Nous pouvons également évaluer la distance de la distribution jointe par
rapport à la distribution indépendante. Nous pouvons donc évaluer les paramètres de type ê de
Schweizer et Wolff ou l’indice de dépendance ë � . Nous pouvons également utiliser les

i
-divergences

pour évaluer la distance entre les distributions.

A. Distance de Bhattacharyya

Le cas de la distance de Bhattacharyya � entre la loi conjointe et les marginales est exemplaire :��� 6 � � " �;� � 6 � � 6 �;� � 5 �j� â�Çâ \ i � � " ��� �! � �# � � i � � �! � � i ��� �! � � �  � �  �5 �j� â�Çâ \ � Ó � 6 � � �! � �r� 6 �;� �! � � � i � � �! � � i �;� �! � ��� i � � �! � � i ��� �! � � �  � �  �5 �j� â�Çâ \ Ó � 6 ��� �! � �r� 6 � � �! � � � i ��� �! � � i � � �! � � �  � �  �
ce qui donne par changement de variable :5 �j� �� S Ó �!4 � �#4 � � � 4 � � 4 � (15)

Ainsi, la mesure d’indépendance n’est-elle plus liée aux marginales ! Elle peut également être évaluée
analytiquement selon l’expression de certaines copules (et de leur densité).

Dans ce cas, la copule de Marchal-Olkin semble être le meilleur compromis. Sa densité est définie
pour Ý�'�Ê �����%Ë par : Ó �!4 � �#4 � � 5 HIJ IK �R�d?`Ý¥� �× ' � si 4 � ©�4 � ,�R�d?`Ý¥� �× '� si 4 � ©�4 � ,

non définie si 4 �(5 4 � .
La distance de Bhattacharyya s’écrit donc analytiquement :�°� 6 � � " ��� � 6 � � 6 ��� � 5 b �d?`Ý ½ ��d? "� À �,�? "� ? �� �d? "� � � ,�? "� � Ã /

De même pour la distance de Bhattacharyya entre deux distributions conjointes (en utilisant des
marginales indentiques) :��� 6 � � " �;� ��� � � " �;� � 5 ��� �� S ÓE� �!4 � �#4 � � Ó � �!4 � �#4 � � � 4 � � 4 � /
En utilisant la copule de Marchal-Olkin, nous obtenons :��� 6 ��� " � � ��� ��� " � � � 5 S �R�d?`Ý � �£�R�d?`Ý � �M� ��d?�� À �,I?�� ? ��R�l?��J�T�
,I?��±� � � (16)

avec � 5 �� �fÝ �DÀ Ý � � .
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Distance de Bhattacharyya estimée à travers
l’éq. (15), en utilisant la copule de

Marchal-Olkin.

Distance de Bhattacharyya estimée à travers
l’éq. (16).

Figure 18
DISTANCE ENTRE DISTRIBUTION ESTIMÉE EN DIRECT OU À TRAVERS UN PARAMÈTRE

CARACTÉRISTIQUE D’UNE COPULE. LA DIFFÉRENCE ENTRE LES TEMPS D’EXÉCUTION EST DE 7.

B. Entropie relative

En reprenant l’expression de la densité bidimensionnelle d’une copule :i �! � �# � � 5<Ó � 6 � �! � �r� 6 � �! � �#� i � �! � � i � �! � �r�
que l’on peut aussi ré-écrire avec 4 $L5<6�$ �! $ � :i �! � �# � � 5<Ó �!4 � �#4 � � i � �! � � i � �! � �r�
il est possible de montrer que toute

i
-divergence entre la densité conjointe ¿ �! � �# � � et le produit

des densités marginales ¿ � �! � � ¿ � �! � � ne dépend que de la copule. En effet :  � ¿ �! � �# � �r� ¿ � �! � � ¿ � �! � �#� 5�î � ��� i � ¿ �! � �# � �¿ � �! � � ¿ � �! � � � ¿ � �! � �# � � �  � �  � � (17)5�î � ��� i [ Ó ��¡ � �! � �r�G¡ � �! � �#�9^ Ó ��¡ � �! � �r�G¡ � �! � �#� ¿ � �! � � ¿ � �! � � �  � �  � �
(18)

et par changement de variable,5�î ½ ���Çã � "g�
ä � i [ Ó �!4 � �#4 � �9^ Ó �!4 � �#4 � � � 4 � � 4 � Ã (19)5�  � Ó �!4 � �#4 � �r��¢ ã � "g�
ä � � / (20)
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en se souvenant que É Ø �!4 � �#4 � � 5 4 � 4 � est la copule qui exprime l’indépendance,5�  [ Ó �!4 � �#4 � �r� Ó Ø �!4 � �#4 � �9^ª/ (21)

Résultat particulièrement intéressant pour obtenir une expression analytique de la divergence de
Kullback-Leibler £�� �
� ¾ ��� � . Reprenons plutôt la copule de Marchal-Olkin, l’information mutuelle
devient alors : ¥¤ ­��

Id
" ¦�­ kf§Q¨ ��¡ � � " ��� �G¡ � � ¡ ��� � 5 ?k, �d?`Ý,I?`Ý �hD�Y ��l?`Ý ? Ý,I?`Ý À Ý ��
,I?`Ý¥� � / (22)

Information mutuelle estimée à travers l’éq. (17),
en utilisant la copule de Marchal-Olkin.

Distance de information mutuelle estimée à
travers l’éq. (22).

Figure 19
INFORMATION MUTUELLE ESTIMÉE EN DIRECT OU À TRAVERS UN PARAMÈTRE

CARACTÉRISTIQUE D’UNE COPULE. LA DIFFÉRENCE ENTRE LES TEMPS D’EXÉCUTION EST DE 8.
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